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Аннотация 
Ушбу мақолада аралаш каср тартибли интеграллар ва ҳосилаларга таъриф берилган ҳамда уларнинг 
баъзи хоссалари ўрганилган. 
Аннотация 
В настоящей работе даны определения интегралам и производным смешанного дробного порядка и 
изучены некоторые их свойства. 
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 1. Кўп ўзгарувчан Абел интеграл тенгламаси. 
Бизга    1,..., nx x x   ҳамда    1,..., nf x f x x  кўп ўзгарувчан функциялар ва 
 1,..., na a a ,  1,..., n    сонлар берилган бўлсин. 
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тенгликни ҳосил қиламиз. Тенгликнинг чап томонидаги ички интегралларда  
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У ҳолда (2) га асосан қуйидаги тенглик ўринли бўлади: 
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 Бу тенгликни ҳар икки томонини 1,..., nx x   ўзгарувчилар бўйича дифференциаллаб, 
кўп ўзгарувчан Абел интеграл тенгламасининг ечимини ҳосил қиламиз: 
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Шундай қилиб, агар (1) тенгламанинг ечими мавжуд бўлса, у (4) кўринишда 
ифодаланади. 
 Шу усулда кўрсатиш мумкинки, ушбу 
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формула билан аниқланади. 
2. Кўп ўзгарувчан функция учун аралаш каср тартибли интеграл. 
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кўринишдаги ифодалар кўп ўзгарувчан  1,..., nx x  функциянинг (Риман-Лиувилл) 
маъносидаги аралаш каср тартибли интеграллари дейилади. 
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 3. Кўп ўзгарувчан функция учун аралаш каср тартибли ҳосилалар.  
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k k n
n na a x x n
k
D x x    
 
 

 
    
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   
 
       
11
1 1
1
1 11
1
1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1
...
1 ... 1 ... ...
,..., ... ...
... ,
... ...
k
k
k n
k k n
k n
xxn
k n k k n a a
x x
n k k n
a a k k k k n n
x x x x
t t dt dt dt dt
x t x t x t x t
  
 




 


  
 
   

 
       

   
 
 
               
 
   
   
 
 
1 1 2
1 1
11
1 1
2
1
2
,..., ,0,0, ,...,
,..., ; ,..., 1
1 1
2
2 1 1 2
1 1 1 2
1 1 1
1
,...,
1 ... 1
1
...
1 ... 1 ... ...
,..., ... ...
...
...
k k n
n n
k
k
k
k
a a x x n
k
xxn
k n k k n a a
x
n k k n
a k k
D x x
x x x x
t t dt dt dt dt
x t x t
   


 
 

 






  
 
 
 
    

 
       

 
 
      1 21 2 2 ...
n
k k n
n
x
a k k n nx t x t
   
  

 
ва ҳоказо 
                       
 
 
 1 1
0,...,0, ,0,...,0 1
,..., ; ,..., 1
,...,1
,...,
1
k
k
n n k
k
x
n k
a a x x n
k k a k k
t t dt
D x x
x x t







   
 .                 (14) 
Лемма. Агар  1,..., nx x  функция   соҳада абсолют узлуксиз бўлса,   соҳанинг 
деярли барча нуқталарида  1,..., nx x  функциянинг  1,..., п   тартибли ҳосилалари 
мавжуд бўлиб, қуйидаги формулалар ўринли бўлади: 
           
 
   
 
   
   
 
1
1 1 1
1
1
1
,..., 1
,..., ; ,..., 1
1 1 1
1 1
11 1
,...,1
,...,
1 ... 1 ...
1
... ,..., ... ,
......
n
n n n
n
n
n
n
a a x x n
n n n
xx n
n n
na a n n
a a
D x x
x a x a
t t dt dt
t tx t x t
 




 


 
     

 
   
 
             (15) 
                 
 
   
 
   
 
   
 
1
1 1 1
1
1
1
,..., 1
,..., ; ,..., 1
1 1 1
1 1
11 1
,...,1
,...,
1 ... 1 ...
1
1 ... ,..., ... .
......
n
n n n
n
n
n
n
x x b b n
n n n
bb n
n
n n
nx x n n
b b
D x x
b x b x
t t dt dt
t tt x t x
 




 


 
     

  
   
 
                   (16) 
Мисол:      1
11
1 1 1,..., ...
n
n n nx x x a x a



   . 
 
   
1
1 1
,...,
,..., ; ,..., 1
1 1
1
,...,
1 ... 1 ...
n
n n
n
a a x x n
n n
D x x
x x
  
 

 
     
 
       
1
1 1
1
11
1 1 1 1 1... ... ... ...
n
n n
n
xx
n n n n n
a a
x t x t t a t a dt dt
    
        
Интеграл ўзгарувчисини   , 1,i i i i it a x a i n     тенгликлар орқали 
алмаштирамиз;  
       
1
1 1
1
11
1 1 1 1 1... ... ... ...
n
n n
n
xx
n n n n n
a a
x t x t t a t a dt dt
    
        
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   
    
 
     
1
1 1
1
10 0
1 1
1
1
,1 1
ii
ii
i
n
i i i i i i
i i i
ii i i i i i
n n
i i i i
i i
x a x a d
d
x a x a
B


 
 
  
 
   


 
 
  
  
     
 
 
 
 
   
       
1
1 1
,...,
,..., ; ,..., 1
1 1
1 1
1
,...,
1 ... 1 ...
... 1 ... 1 0
n
n n
n
a a x x n
n n
n n
D x x
x x
  
 
   

 
     
      
      
Қуйидаги ифодалар  1,..., nf x x  функциянинг юқори аралаш каср тартибли 
ҳосилалари дейилади. 
 
   
 
   
1
1
1 1 1
1
1 1
1
...
,...,
,..., ; ,..., 1
1 1 1
1
11
1 1
1
,...,
... ...
,..., ...
... ,
...
n
n
n n n
n
n n
n
m m
a a x x n mm
n n n
xx
n n n
mm
a a n n
D f x x
m m x x
f t t dt dt
x t x t
 

 
 
  

 
     

 
 
           (17) 
бу ерда   1i im    , 1,i n .  
Одатда 0i   бўлганда, каср тартибли интеграллар кўринишида ифодаланувчи 
функциялар синфи  1
1 1
,...,
,..., ; ,...,
n
n na a x x p
D L    билан белгиланади, яъни 
       
    
1 1
1 1 1 1
,..., ,...,
,..., ; ,..., 1 1 ,..., ; ,..., 1
1
,..., : ,..., ,..., ,
,..., , 1 .
n n
n n n na a x x p n n a a x x n
n p
D L f x x f x x D x x
x x L p
    

    
    
 
Таъриф. 0i    1,i n  бўлса, у ҳолда  
                             
   
   
1 1
1 1 1 1
1 1
1 1 1 1
,..., ,...,
,..., ; ,..., ,..., ; ,..., 1 1
,..., ,...,
,..., ; ,..., ,..., ; ,..., 1 1
,..., ,..., ,
,..., ,..., .
n n
n n n n
n n
n n n n
a a x x a a x x n n
x x b b x x b b n n
D D x x x x
D D x x x x
   
   
 
 
 
 


                          (18) 
тенгликлар барча  1
1 1
,...,
,..., ; ,..., 1
n
n na a x x
D L    функциялар учун, 
                           
   
   
1 1
1 1 1 1
1 1
1 1 1 1
,..., ,...,
,..., ; ,..., ,..., ; ,..., 1 1
,..., ,...,
,..., ; ,..., ,..., ; ,..., 1 1
,..., ,..., ,
,..., ,..., .
n n
n n n n
n n
n n n n
a a x x a a x x n n
x x b b x x b b n n
D D x x x x
D D x x x x
   
   
 
 
 
 


                          (19) 
тенгликлар эса мос равишда барча 
       1 1
1 1 1 1
,..., ,...,
1 ,..., ; ,..., 1 1 ,..., ; ,..., 1,..., , ,..., .
n n
n n n nn a a x x n x x b b
x x D L x x D L            
функциялар учун бажарилади. (18) тенгликни исботлайлик. Таърифга кўра 
 1 1
1 1 1 1
,..., ,...,
,..., ; ,..., ,..., ; ,..., 1,...,
n n
n n n na a x x a a x x n
D D x x        
   
     
1
11
1 1
1
11,...,
,..., ; ,..., 1 1 1 1
1
1
... ... ,..., ...
...
n
nn
n n
n
xx
a a x x n n n n
n a a
D x t x t t t dt dt
  
 

    
   
 
   
     
1
11
1 1
1
11,...,
,..., ; ,..., 1 1 1 1
1
1
... ... ,..., ... .
...
n
nn
n n
n
xx
a a x x n n n n
n a a
D x t x t t t dt dt
  
 

  
   
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Юқоридаги ифодада  ix  ни it  билан  it  ни   эса   is ,   1,i n   билан алмаштирамиз: 
       
   
     
1
1
1
1
1
1
1 1 1
1 1 1
11
1 1 1 1
1
... 1 ... 1 ...
... ... ...
... ... ,..., ... .
n
n
n
n
n
n
n
n n n
xx
n n n
a a
tt
n n n n
a a
x x
x t x t dt dt
t s t s s s ds ds


   





       
   
  
 
 
 
Сўнгра Дирихле формуласидан фойдаланиб, интеграллар тартибини алмаштирамиз: 
       
 
1
1
1 1 1
1 1
1
... 1 ... 1 ...
... ,..., ...
n
n
n
n n n
xx
n n
a a
x x
s s ds ds
   



       
  
 
       
1
1 1
1
1
11
1 1 1 1
...
...
... ...
n
n n
n
xx
n
s s n n n n
dt dt
x t x t t s t s
   
 
   
   
       
1
1 1
1
1
11
1 1 1 1
...
...
... ...
n
n n
n
xx
n
s s n n n n
dt dt
x t x t t s t s
    
   
   
   
     
 
   
1 1
1
10 0
0
1
1
1 .
ii
ii
i i
n
i i i i i i
i i i
ii i i i i i
n
i i
i
x s x s d
d
x s x s


 
 
  
 
 



 
  
  
   
 

 
Буни эътиборга олсак, 
 1 1
1 1 1 1
,..., ,...,
,..., ; ,..., ,..., ; ,..., 1,...,
n n
n n n na a x x a a x x n
D D x x        
   
1
1
1 1 1
1
... ,..., ... ,...,
...
n
n
xxn
n n n
n a a
s s ds ds x x
x x
 

 
   
 
тенглик ҳосил бўлади. 
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